
Mathématiques - brevet de tehniien supérieursession 2007 - groupement BÉléments de orretionExerie 1 (12 points)A. Résolution d'une équation di�érentielle1. La fontion G dé�nie sur [0 ; +∞[ par G(t) = 710t est une primitive de lafontion g dé�nie sur [0 ; +∞[ par g(t) = 710.On en déduit la solution générale de l'équation homogène (E0), y(t) = ke−710tave k ∈ R.2. La fontion h est dérivable sur [0 ; +∞[, et h′(t) = 0.D'où il vient immédiatement : h′(t) + 710h(t) = 710 : h est une solution partiu-lière de (E).3. La solution générale de (E) s'obtient en ajoutant une solution partiulière h à lasolution générale de l'équation homogène (E0).La solution générale de (E) peut s'érire :
y(t) = ke−710t + 1 ave k ∈ R4. La fontion ϕ est solution de (E) alors ϕ(t) = ke−710t + 1.On veut de plus ϕ(0) = 0 alors k = −1, d'où :

ϕ(t) = 1 − e−710tB. Étude d'une fontion1. ϕ est dérivable sur [0 ; +∞[ et ϕ′(t) = 710e−710t.Or, pour tout réel t ≥ 0, e−710t > 0, alors ϕ′(t) > 0 : la fontion ϕ est stritementroissante sur [0 ; +∞[.2. (a) Le développement limité à l'ordre 2, au voisinage de 0, de la fontion expo-nentielle est :
ex = 1 + x +

x2

2
+ x2ε(x) ave lim

x→0
ε(x) = 0.En posant x = −710t, on obtient :e−710t = 1 − 710t +

(−710t)2

2
+ t2ε(t) ave lim

t→0
ε(t) = 0.1



D'où le développement limité à l'ordre 2, au voisinage de 0, de la fontion ϕest :
ϕ(t) = 710t−

(710t)2

2
+ t2ε(t) ave lim

t→0
ε(t) = 0.(b) Une équation de la tangente T à la ourbe C au point d'absisse 0 est donnéepar la partie a�ne du développement limité de ϕ au voisinage de 0. Alors,ii, T a pour équation :

y = 710t.Pour la position relative de (C) et (T ) au voisinage de 0, il faut étudier lesigne de
ϕ(t) − (710t) = −

(710t)2

2
+ t2ε(t),expression qui est du signe de−(710t)2

2
au voisinage de 0, 'est-à-dire toujoursnégatif.Au voisinage de 0, la ourbe C est toujours au dessous de la tangente T .3. Courbe et tangente.
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4. (a) On veut ϕ(α) = 0, 5, alors e−710α = 0, 5 équivaut à α = −
ln 0, 5

710
.Or ln 0, 5 = ln

1

2
= − ln 2, alors

α =
ln 2

710
≃ 98 × 10−5(b) Sur la �gure, il faut traer la droite d'équation y = 0, 5, et α est l'absissedu point d'intersetion de ette droite et de la ourbe C.C. Calul intégral1. On a

I(t) = 710

∫

t

0

xe−710x dx

=

∫

t

0

710xe−710x dxOn intègre par parties en posant :
u(x) = x alors u′(x) = 1

v′(x) = 710e−710x alors v(x) = −e−710xd'où :
I =

[

−xe−710x
]t

0
−

∫

t

0

−e−710x dx
= −te−710t +

[

e−710x

−710

]t

0

= −te−710t −
1

710
e−710t +

1

710
.2. te−710t =

1

710
×

710t

e710t
.En posant u = 710t, on a lim

t→+∞
710t = +∞ et à l'aide de lim

u→+∞

eu

u
= +∞, ilvient

lim
t→+∞

te−710t = 0De plus, lim
t→+∞

e−710t = 0, alors on a
lim

t→+∞
I(t) =

1

710
≃ 141 × 10−5.
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Exerie 2 (8 points)A. Loi normale
X suit la loi normale de moyenne 30 et d'éart-type 0, 09, alors la variable aléatoire
T =

X − 30

0, 09
suit la loi normale entrée réduite.Une pièe est onforme si X ∈ [29, 8 ; 30, 2].
P (29, 8 ≤ X ≤ 30, 2) = P

(

29, 8− 30

0, 09
≤ T ≤

30, 2− 30

0, 09

)

= P

(

−
0, 2

0, 09
≤ T ≤

0, 2

0, 09

)

= P

(

−
20

9
≤ T ≤

20

9

)

= Π

(

20

9

)

− Π

(

−
20

9

)

= Π

(

20

9

)

−

[

1 − Π

(

20

9

)]

= 2Π

(

20

9

)

− 1

≈ 2Π(2, 22)− 1

≈ 0, 9736.B. Loi binomiale1. � Chaque prélèvement est onstitué par 20 épreuves élémentaires indépendantespuisque le prélèvement est assimilé à un tirage ave remise.� Chaque épreuve élémentaire peut débouher sur deux résultats et deux seule-ment : la pièe de type 2 est défetueuse, évènement de probabilité p = P (E) =
0, 03 et la pièe de type 2 n'est pas défetueuse, évènement de probabilité
q = 1 − p = 0, 97.� La variable aléatoire Y assoie à es tirages le nombre total de pièes de type2 défetueuses.Don Y suit la loi binomiale de paramètres 20 et 0,03.2. On demande

P (Y = 0) = C0

20p
0q20

= 0, 9720

≃ 0, 543. On demande la probabilité qu'une pièe au moins soit défetueuse, 'est-à-dire
P (Y ≥ 1) = 1 − P (Y = 0)

≃ 0, 464



C. Test d'hypothèse1. Z suit la loi normale de moyenne 400 et d'éart-type 0, 5, alors la variable aléatoire
T =

Z − 400

0, 5
suit la loi normale entrée réduite.

P (400 − h ≤ Z ≤ 400 + h) = P

(

−
h

0.5
≤ T ≤

h

0.5

)

= P (−2h ≤ T ≤ 2h)
= Π(2h) − Π(−2h)

= Π(2h) − [1 − Π(2h)]
= 2Π(2h) − 1

2Π(2h) − 1 = 0, 95 alors Π(2h) = 0, 975.Par leture inverse de la table, on obtient 2h = 1, 96 'est-à-dire h = 0, 98.2. D'après la question préédente, nous avons alors
P (399, 02 ≤ Z ≤ 400, 98) = 0, 95La règle de déision permettant d'utiliser e test est la suivante :On prélève un éhantillon aléatoire de 100 pièes, on mesuse la hauteur des pièeset on alule la moyenne z de es hauteurs :� Si z ∈ [399, 02 ; 400, 98], on aepte l'hypothèse H0 et on rejette H1, don lalivraison est onforme pour la hauteur,� Si z 6∈ [399, 02 ; 400, 98], on rejette l'hypothèse H0 et on aepte H1, don lalivraison n'est pas onforme pour la hauteur.3. Ii z = 399, 12 don z ∈ [399, 02 ; 400, 98] : la livraison est onforme pour lahauteur, au seuil de 5%.
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